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旁观者视角下粒的多层次描述
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摘 要： 不确定性在大数据中普遍存在 .现有的研究极少从外部视角研究数据的不确定性，特别是模糊数据，

经常无意识地假定获得的原始数据是完全真实可靠的，不存在任何偏差 .然而，鉴于数据获取的主体普遍存在着不

确定性，在大多数情况下这种做法是不可取的 .为此，本文基于模糊概念格提出旁观者视角下粒的多层次描述 .该
方法基本思想是通过单个元素隶属度找出模糊形式背景中所有的原子粒，利用原子粒的自由组合来判定一个目标

粒是否为可定义粒，并由原子粒的描述获取可定义粒的描述 .接着，借助粗糙集上下近似思想给出一种不可定义粒

的近似描述方法，它的主要思想是用可定义粒近似刻画不可定义粒 .其中，查全率和查准率是为不可定义粒选择最

合适近似描述的两个重要评价指标，而近似描述的质量则通过描述精度进行度量 .最后，通过商品评价的实验分析

说明了所提多层次数据分析方法的必要性与可行性，同时表明模糊概念格的真值越丰富得到的多层次粒描述结果

越好 .
关键词： 不确定性；模糊集；粒计算；概念格；粒描述；模糊概念；多层次数据分析

中图分类号： TP182；O236 文献标识码： A 文章编号： 0372-2112(2022)11-2568-07
电子学报URL:http://www. ejournal. org. cn DOI:10.12263/DZXB.20211164
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Abstract： Uncertainty is pervasive in big data. In the existing researches, the uncertainty of data was seldom con⁃
cerned from an external perspective, especially for the fuzzy data, and it was often unconsciously assumed that the original
obtained data is completely truthful and reliable without any bias. However, due to the ubiquitous uncertainty of the subject
in data acquisition, this kind of assumptions are not reasonable in most cases. In order to solve this problem, a multi-level
description method of granules is proposed from an outsider’s perspective based on fuzzy concept lattice. The basic idea of
this method is to find out all the atomic granules in the fuzzy formal context by using the degree of membership of single el⁃
ement, and further determine whether a target granule is a definable granule by a free combination of the atomic granules,
which can be used to obtain the description of a definable granule by the descriptions of atomic granules. After that, an ap⁃
proximate method to describe indefinable granules is proposed based on the ideas of the lower and upper approximations
which are from the rough set theory, and the main idea of this method is to describe the indefinable granules approximately
by means of definable granules, where recall and precision are two important evaluation criteria to select the most appropri⁃
ate approximate descriptions for the indefinable granules, while the quality of the approximate descriptions is measured by
description accuracy. Finally, the necessity and feasibility of the proposed multi-level data analysis methods are illustrated
by an experimental analysis of commodity evaluation, and at the same time, the bigger the number of membership degrees
in the fuzzy concept lattice, the better the obtained results of multi-level granule description.
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1 引言

不确定性在大数据中普遍存在［1］. 模糊集是 20世
纪 60年代Zadeh教授提出的一种数学理论［2］，广泛应用

于不确定性建模和分析的各个领域 . 在实际应用中引

入模糊集，可以建立各种不同类型的模糊信息系统 .
在现有的研究中，经常无意识地假定获得的原始

数据是完全真实可靠的，不存在任何偏差 . 然而，在大

多数情况下，这种做法是不合理的 . 例如，在刑事侦查

过程中对证人进行调查取证时，证人的年龄、教育程

度、职业、身体状况、性格等因素都会影响办案人员对

其证词的采信程度 . 又如，在科学实验中，观测仪器的

精度以及实验人员的观测方式与方法都会增加实验结

果的不确定性 . 此外，数据分析的目的不同，数据分析

所要求的精确程度也会有所差异 . 再如，在调查民众对

某项城市规划的意见时，采用完全信任、部分信任和不

信任来表示对调查结果的采信程度是比较经济且有效

的一种方式［3，4］. 但在有些情况下，比如国家之间的外

交谈判，这种分析依然是不够的，或者说是不充分的 .
粒计算是以信息粒为基本认知单元分析和解决复

杂问题的一种新方法［5，6］，对粒进行恰当地刻画并赋予

一定的语义解释是基于粒计算实现可解释人工智能的

关键［7］. Pedrycz［8］引入了一种新的粒描述符以及隶属度

函数研究粒的描述，以提高其可解释性 . Zhi等［9］研究

了粒的共性属性刻画，并讨论了可定义粒的最简描述

以及不可定义粒的近似描述 . 为了分析对象的独有属

性，智慧来等［10］又提出了基于必然属性的粒描述方法 .
Li等［11］从知识表示的角度研究了粒的可定义性及其描

述 . Zhu等人［12］使用最优化思想寻找粒的最优刻画 . 苗
夺谦等人［13］基于等价关系用集合运算的手段探讨了粒

描述 . 然而，现有方法的不足之处在于，并非以旁观者

的视角进行粒描述，从而忽略了旁观者视角下粒的不

确定性 .
为了解决上述问题，本文提出一种旁观者视角下

粒的多层次描述方法 . 注意到形式概念分析通过外延

和内涵二元视角研究数据之间的关联，在某种意义上

为讨论对象赋予了一定的语义解释［14］. 在此基础上模

糊形式概念分析是以模糊概念作为分析工具处理模糊

数据［15，16］，截至目前研究者们已建立若干模糊概念格

模型［17~21］. 其中，L-模糊概念格模型使用偏序真值集 L

刻画数据的不确定性程度，因其完美的数学性质获得

了广泛关注［15~21］. 鉴于此，本文采用L-模糊概念格模型

实现粒的多层次描述 . 具体地，提出模糊原子粒及其描

述，借助模糊原子粒的描述实现可定义模糊粒的刻画，

利用可定义模糊粒进一步逼近不可定义模糊粒，并通

过商务智能应用说明粒的多层次描述方法的优势 .

2 基础知识

本节介绍若干基本概念，详见文献［19~21］.
2. 1 L-模糊概念格与L-模糊三支概念格

(LÙ Ú ⊗ ® 01) 是一个完备剩余格，其中

(LÙ Ú 01) 是包含最小元 0和最大元 1的完全格，

(L⊗ )是一个可交换幺半群，⊗和®满足：a⊗ b £ c当

且仅当b £ a® c.
X上的一个模糊集S是从X到L的一个映射，并记X

上的全体模糊集为 LX. 类似地，X与 Y之间的模糊二元

关系 I是X ´ Y到 L的一个映射 . 在模糊集理论中，模糊

集S可记作S = { |
|
||||S(x)

x
xÎ X }.

令 S1 S2 Î LX 为 X上的模糊集 . 记 S1 Í S2 当且仅当

"xÎ X，S1 (x)£ S2 (x)，并定义 S1 到 S2 的距离为 δ(S1 S2 )=∑
xÎ X

(S 2 (x) - S1 (x))

|X|
. 此外，S1 S2 的交运算与并运算分别

定义为

S1  S2 =
ì
í
î

|

|
|
||
|S1 (x)Ù S2 (x)

x
xÎ X

ü
ý
þ

（1）

S1  S2 =
ì
í
î

|

|
|
||
|S1 (x)Ú S2 (x)

x
xÎ X

ü
ý
þ

（2）
在一个模糊形式背景 K = (XYIL)中，属性集 Y 通

过模糊二元关系 I刻画了对象集 X. 其中，I(xy)表示对

象 x拥有属性 y的真值度 .
对于 AÎ LX 和 BÎ LY，分别定义算子­：LX ® LY 和

¯：LY ® LX为

A­ (y)= Ù
xÎ X

(A(x)® I(xy)) （3）
B¯ (x)= Ù

yÎ Y
(B(y)® I(xy)) （4）

在本文中，蕴涵®采用标准Lukasiewicz运算，即对

于abÎ L，a® b =min{1 - a + b1}.
若 A­ = B，B¯ = A，则称 (AB)是 K 的一个 L-模糊概

念，并称A和B分别为 (AB)的外延与内涵 .
K的所有 L-模糊概念依据外延或内涵的包含关系

构成一个完备格，称为L-模糊概念格，记为 L̄(K).
为了进一步引入 K 的 L-模糊三支概念，分别定义

算子：LX ® LY和：LY ® LX为

A (y)= Ù
xÎ X

(A(x)® I c (xy)) （5）
B (x)= Ù

yÎ Y
(B(y)® I c (xy)) （6）

其中 I c (xy)= 1 - I(xy).
对于AÎ LX 和BCÎ LY，分别定义算子Ý：LX ® LY ´

LY和ß：LY ´ LY ® LX为

AÝ (y)= ( A­ (y)A (y)) （7）
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(BC)ß (x)=B¯ (x)C (x) （8）
若 AÝ = (BC)且 (BC)ß = A，则称 (A(BC))是 K 的一

个L-模糊三支概念 . 记L-模糊三支概念格为 L͂(K).
定理 1［19］ 设{(At (Bt Ct ))|tÎ T}Í L͂(K)，T 是指标

集，则

∪
tÎ T

(At (Bt Ct ))=
æ

è

ç
çç
ç
ç
ç (∪tÎ T

At ) Ýß

∩
tÎ T

(Bt Ct )
ö

ø

÷
÷÷
÷
÷
÷ （9）

∩
tÎ T

(At (Bt Ct ))=
æ

è

ç
çç
ç
ç
ç∩

tÎ T

At  (∪tÎ T

(Bt Ct )) ßÝö

ø

÷
÷÷
÷
÷
÷ （10）

2. 2 多层次数据分析与模糊粒描述

为了方便，用 I(xy)= 0表示对象 x一定不具有属性

y；用 I(xy)= 0.5 表示对象 x 是否具有属性 y 是不确定

的；用 I(xy)= 1表示对象 x一定具有属性 y. 那么，从旁

观者的角度，对 x的信任程度表述如下：（1）若完全不信

任 x，则用
0
x
表示；（2）若部分信任 x，则用

0.5
x

表示；（3）
若完全信任 x，则用

1
x
表示 .

在这种情形下，如何以旁观者的视角通过 x的陈述

来获得有关 y的合理性的描述？这是一个非常重要的

问题 .
若将上述 xÎ X 与 yÎ Y 扩展为模糊集 AÎ LX 和

BÎ LY，三值集{00.51}扩展为标准Lukasiewicz多值集，

则称对A、B及两者之间二元关系的研究为多层次数据

分析 .
从信息粒的角度，对A与B之间二元关系的分析又

可视为用 B描述 A. 因此，亦称此分析过程为模糊粒的

多层次描述 .
定义 1 设 K = (XYIL) 为一个模糊形式背景，

AÎ LX，BÎ LY. 对于
ti

xi

Î A，若
æ

è
ç
çç
ç

ti

xi

ö

ø
÷
÷÷
÷
­

Ê B或
æ

è
ç
çç
ç

ti

xi

ö

ø
÷
÷÷
÷


Ê B成

立，则称A具有B，记做A B.
若 β是一个模糊属性的合取式，则用 β 表示 β中

包含的单个模糊属性的集合 . 如 β =
0.5
y1

Ù
1
y2

ÙØ
0.5
y3

，

有 β =
ì
í
î

0.5
y1


1
y2

Ø
0.5
y3

ü
ý
þ
.

定义2 给定一个模糊属性的合取式β，称

m(β)= {aÎ A|a ||β||AÎ LX} （11）
是 β的外延 . 进一步，若 m(β)=A，则称 β是 A 的一个

描述 .
定义 3 设 K = (XYIL) 为一个模糊形式背景，

AÎ LX. 若 β是A的一个描述，且不存在A的另一个描述

γ使得 γ Í  β ，则称 β是A的一个极小描述 . 进一步，

若β是A的一个极小描述，并满足：

（1）若A存在另一个极小描述 γ1，则 γ1 中的单个

模糊属性个数大于 β 中的单个模糊属性个数；

（2） 若 A 存在另一个极小描述 γ2 使得 γ2 和 β
中的单个模糊属性个数相等，则 m(Ùpi )Ím(Ùqj )，其中

pi Î  β -  γ2 ，qj Î  γ2 -  β ，则称 β是 A 的一个最

简描述 .
对于一个模糊粒，其最理想的刻画就是找到其最

简描述 . 这也是本文将要重点讨论的一个问题 .
3 可定义模糊粒的多层次描述

本节提出模糊原子粒，由模糊原子粒的组合获得

可定义模糊粒的描述 .
3. 1 模糊原子粒及其描述

定义 4 设 K = (XYIL) 为一个模糊形式背景，

{ t
y } Î LY. 当 t ¹ 0时，称 ( t

y ) ¯

或 ( t
y ) 

为 y在 t值下诱导

的模糊原子粒，简称原子粒，并记全体原子粒组成的集

合为

M =
ì
í
î

ïï

ïïïï

|

|

|

|
||
|

|( )t
y

¯

{ t
y } Î LY t ¹ 0

ü
ý
þ

ïïïï

ïïïï


ì
í
î

ïï

ïïïï

|

|

|

|
||
|

|( )t
y



{ t
y } Î LY t ¹ 0

ü
ý
þ

ïïïï

ïïïï
.

对于一个模糊原子粒 A，由定义可知一定存在

{ t
y } Î LY 使得 ( t

y ) ¯

= A或 ( t
y ) 

= A，因此A有最简描述

t
y
或Ø

t
y
.

例 1 表 1是一个模糊形式背景 K = (XYIL)，L =

{00.51}，则 K的正属性诱导的原子粒及其最简描述如

表2所示 .

3. 2 可定义模糊粒及其描述

判定一个可定义模糊粒的基本思想是：若一个模

糊粒可以表示为若干模糊原子粒的交组合，则这个模

糊粒是可定义的 . 再结合定理1不难得到以下定理 .
定理 2 设 K = (XYIL) 为一个模糊形式背景，

AÎ LX，M 为 全 体 模 糊 原 子 粒 的 集 合 . 若 存 在

{At ÎM|tÎ T}使得∩
tÎ T

At = A，则A是可定义的，且有描述

表1 模糊形式背景K

X

x1

x2

x3

y1

0.5
1
0

y2

0.5
0.5
1

y3

1
0.5
0.5

y4

0.5
1
0.5

y5

0
0.5
1
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Ù
tÎ T

d(At )，其中d(At )是At的一个最简描述 .
上述定理得到的描述并不一定是最简的，原因是

这些描述之间可能存在信息重复 . 为此，需要讨论满足

该条件的最小原子粒的集合 .
定义 5 设G1 与G2 是两个模糊集合族 . 若对于任

意的 Si ÎG1，存在 Sj ÎG2 使得 Si Í Sj，则称 G1 小于 G2，

记作G1 £G2.
由粒的最简描述的定义，可得以下推论 .
推论 1 设 K = (XYIL) 为一个模糊形式背景，

AÎ LX，M 为 全 体 模 糊 原 子 粒 的 集 合 . 若 存 在

{At ÎM|tÎ T}使得∩
tÎ T

At = A，且不存在{As ÎM|sÎ T ′}£

{At ÎM|tÎ T}使得∩
sÎ T′

As = A，则 A是可定义的，且有最

简描述 Ù
tÎ T

d(At )，其中d(At )是At的一个最简描述 .
为了找到满足推论 1的模糊原子粒集合，下面定义

模糊集合族的约简运算 .
定义 6 令 G ={Si|iÎ T}是一个模糊集合族，T =

{12n}是指标集，T ′Í T. 若 ∩
jÎ T′

Sj = ∩
iÎ T

Si，且对于

任意的 kÎ T ′有 ∩
jÎ T′- { }k

Sj ¹ ∩
iÎ T

Si，则称G′={Sj|jÎ T ′}是

G的一个约简，并记G的全体约简为 red(G).
基于上述讨论，算法 1给出了一种可定义模糊粒的

判定和求解最简描述的方法 .
算法1 可定义模糊粒的判定与最简描述

输入：模糊形式背景K = (XYIL)，AÎ LX.
输出：判定A是否是可定义的，若是则进一步输出其最简描述 .
（1）令M =Æ；

（2）找出所有最小的
æ

è

ç
çç
ç
ç
ç ( t

y ) θ  t
y

ö

ø

÷
÷÷
÷
÷
÷使得 ( t

y ) θÊ A，并将
æ

è
ç
çç
ç t

yi

ö

ø
÷
÷÷
÷
θ

加入 M，

其中 θ代表算子¯或；

（3）若A ¹ ∩
mÎM

m，则A是不可定义的，算法结束；

（4）计算 red(M )，结果记为Mi (iÎ T)，其中T是指标集；

（5）返回A的最简描述 Ù
rÎMi

d(r)，其中d(r)是 r的一个最简描述 .

例 2 表 1中的模糊形式背景 K的非空可定义模糊

粒及其最简描述如表3所示 .

在下文中，用 L̄E (K)与 L̄I (K)分别表示 L̄(K)中全体

L-模糊概念的外延与内涵构成的集合，用 L͂E (K)、L͂+
I (K)

与 L͂-
I (K)分别表示 L͂(K)中全体L-三支模糊概念的外延、

内涵第一元与内涵第二元构成的集合，记 K 的补背景

为K c. 在此基础上，不难得到以下定理 .
定理 3 设 K = (XYIL)为一个模糊形式背景，则

以下命题成立：

（1） L̄E (K)Í L͂E (K)；

（2） L̄E (K c )Í L͂E (K)；

（3） L̄I (K)= L͂+
I (K)；

（4） L̄I (K c )= L͂-
I (K).

由定理 3可得 L̄E (K)∪ L̄E (K c )Í L͂E (K)，从而在理

论上证明了同时使用正属性和负属性比单独使用正属

性或负属性能够描述更多的模糊粒 .
4 不可定义模糊粒的多层次描述

类似于经典形式背景的情况［22］，本文将一对可定

义模糊粒的描述作为不可定义模糊粒的近似描述 .
定义 7 设 K = (XYIL) 为一个模糊形式背景，

AÎ LX 是一个不可定义模糊粒 . 若 Au Ê A 且 Au 是可定

表3 K的可定义模糊粒和最简描述
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表2 K的原子粒和最简描述
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义模糊粒，但不存在另一个可定义模糊粒 Au′使得

Au Ê Au′Ê A，则称 Au 是 A 的上近似模糊粒 . 若 Al Í A 且

Al 是可定义模糊粒，但不存在另一个可定义模糊粒 Al′

使得Al Í Al′Í A，则称Al是A的下近似模糊粒 .
在下文中，用 d(Au )与 d(Al )分别代表 Au 与 Al 的一

个描述 . 此外，令 t(A)={C|CÍ A}表示 A 中包含的全体

模糊粒，并用| t(A) |表示集合 t(A)的元素个数 .
定义 8 设 K = (XYIL) 为一个模糊形式背景，

AÎ LX，β是 A 的一个描述，则 β对于 A 的查全率和查准

率分别定义为

μ(βA)=
|t(m(β)) t(A)|

|t(A)|
（12）

ν(βA)=
|t(m(β)) t(A)|

|t(m(β))|
（13）

查全率和查准率是反映目标模糊粒的描述效果的

两个评价指标，通常其值越大越好，但一般很难同时达

到最大值 .
对于不可定义模糊粒 A，至少存在以下三种描述

方式：

（1）用 d(Au )作为A的近似描述，有 μ(d(Au )A)= 1，

ν(d(Au )A)< 1.
（2）用 d(Al )作为 A的近似描述，有 μ(d(Al )A)< 1，

ν(d(Al )A)= 1.
（3）用区间[d(Al )d(Au )]作为A的近似描述，定义

描述精度 τ =
|| t(Al )

|| t(Au )
.

例 3 考虑表 1中的模糊形式背景K的一个不可定

义 模 糊 粒 A =
ì
í
î

1
x2


0.5
x3

ü
ý
þ
，可 得 上 近 似 模 糊 粒 Au =
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î
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，下近似模糊粒 Al =
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î
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，故 A 有

以下三种描述方式：

（1） 用 d(Au )=
1
y4

作 为 A 的 近 似 描 述 ，有

μ(d(Au )A)= 1，ν(d(Au )A)= 0.5.
（2） 用 d(Al )=Ø

1
y3

作 为 A 的 近 似 描 述 ，有

μ(d(Al )A)= 0.67，ν(d(Al )A)= 1.
（3） 用区间 [d(Al )d(Au )]=[Ø

1
y3


1
y4

]作为 A 的近

似描述，其描述精度 τ =
|| t(Al )

|| t(Au )
= 0.33.

5 商务智能应用与实验分析

商品评价数据可形式化表示为一个模糊形式背景

K = (XYIL)，其中 X 表示消费者集合，Y表示商品内在

价值属性集合，I表示消费者对商品内在价值属性的评

价，L代表分析层次 .
给定 AÎ LX，则消费者 A 对商品评价的一致性定

义为

c(A)=
∑
yÎ Y

A­ (y) +∑
yÎ Y

A (y)

2|Y|
（14）

进一步，设 0 < t1 < t2 < 1. 若 c(A)£ t1，则称 A 对商品

的评价是不一致的；若 t1 < c(A)< t2，则称 A 对商品的评

价是可能一致的；若 c(A)³ t2，则称A对商品的评价是一

致的 .
对于 AÎ LX，若存在 L-模糊三支概念 (A(BC))，则

c(A)=
∑

li /yiÎ B

li + ∑
lj /yjÎC

lj

2|Y|
. 若不存在 L-模糊三支概念的外

延等于A，则从外延大于A的L-模糊三支概念中找出最

小的那个概念，利用这个概念的内涵计算 c(A).
下面通过实验来说明多层次数据分析的有效性，

其流程设计如下：：

步骤 1 创建模糊形式背景 K，其中对象和属性间

二元模糊关系的取值来源于{00.51}. 设置 t1 和 t2 的

值，且满足0 < t1 < t2 < 1.
步骤 2 令 L1 ={00.51}. 首先，建立 L-模糊三支概

念格，记作 L͂(KL1 ). 找出其所有外延可能为一致状态

的概念，并记其数量为N1，计算这些概念占全体概念的

比例 r1 =N1 / | L͂(KL1 ) |. 其次，找出 L͂(KL1 )中所有外延

为不一致状态的概念，并记这些概念的外延全体为

L͂E′ (KL1 ). 对于每一个 AÎ L͂E′ (KL1 )，在 L͂(KL1 ) 中找

出外延大于A且是一致状态的概念中最小的那个概念，

并 记 此 概 念 外 延 为 Ā. 计 算 平 均 改 变 量 AVE1 =∑
AÎ L͂

E′(KL1 )

δ(AĀ)

|L͂E′ (KL1 )|
.

步骤 3 令L2 ={00.250.50.751}. 同理，首先建立

L-模糊三支概念格，记作 L͂(KL2 )，找出其所有外延为可

能一致状态的概念，并记其数量为N2，计算这些概念占

全体概念的比例 r2 =N2 /|L͂(KL2 )|. 其次，记 L͂(KL2 )中

所有外延为不一致状态的概念外延全体为 L͂E′ (KL2 )；

对于每一个 AÎ L͂E′ (KL2 )，在 L͂(KL2 )中找出外延大于

A且是一致状态的概念中最小的那个概念，并记此概念

2572



第 11 期 智慧来:旁观者视角下粒的多层次描述

外延为 Ā̄. 计算平均改变量AVE2 =

∑
AÎ L͂

E′(KL2 )

δ(AĀ̄)

|L͂E′ (KL2 )|
.

步骤 4 构建新的模糊形式背景，重复上述步骤以

获得充分多的分析数据 .
在实验中，随机生成了 12个数据集，每三个数据集

为一组 . 数据集#1、#2和#3包含 5个对象和 50个属性，

数据集#4、#5和#6包含 6个对象和 60个属性，数据集#
7、#8和#9包含7个对象和70个属性，数据集#10、#11和
#12包含 8个对象和 80个属性 . 此外，设置 t1 = 0.35，t2 =
0.65.

实验结果如表 4和表 5所示，其中表 5中的 d =
(AVE1 -AVE2 )/AVE1 表示减小的比例 . 实验结果表明

提高分析层次能够增大可能一致性的中间状态以延迟

决策，并可以减小对象集从不一致状态到一致状态的

改变量以降低决策风险 .

6 总结

本文提出从旁观者的视角深入思考数据来源的不

确定性对数据分析带来的影响，并采用 L-模糊概念辅

助实现粒的多层次描述 . 本文的贡献有两个方面：（1）
利用 L 模糊概念实现了双重不确定性的粒描述；（2）L

真值集实现了粒描述的多层次刻画，真值越丰富，多层

次粒描述的效果越好 . 若从数学的角度出发，将L从有

限离散集扩展到[01]连续区间，进而扩展到实数集，此

时的数学模型如何建立，其语义如何解释，都是十分重

要且有趣的课题 . 此外，如何利用多种模糊概念格模

型［17，19］提出复杂数据的多层次分析方法也是值得进一

步探讨的问题 .
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